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基于全体圈个数为 4 的 LFSR 构造 de Bruijn 序列的研究 
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摘  要：为了提高并圈法的构造效率，拓宽并圈法的应用深度，从圈结构中圈个数的角度，提出了基于全体圈个

数为 4 的 LFSR 构造 de Bruijn 序列的方法。基于 LFSR 的级联特征，确定了一类级联型的反馈移位寄存器的圈结

构，并据此给出了圈个数为 4 的 n 级 LFSR 的精确个数，以及基于全体圈个数为 4 的 n 级 LFSR 构造 n 级 de Bruijn
序列的全部数目。 
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Construction de Bruijn sequence based on whole LFSR with 4 cycles 

ZHOU Congwei, HU Bin, GUAN Jie 
Department of Cryptogram Engineering, Information Engineering University, Zhengzhou 450001, China 

Abstract: In order to improve the construction efficiency and widen the application depth of cycle-joining method, from 
the view of the number of cycles in the cycle structure, a method for constructing de Bruijn sequence based on whole 
LFSR with 4 cycles was proposed. Based on the characteristic of cascade connection of LFSR, the cycle structure of a 
class of cascaded feedback shift registers was determined. Accordingly, the exact number of whole n-order LFSR with 4 
cycles was given, and the total number of n-order de Bruijn sequences constructed from whole n-order LFSR with 4 
cycles as well. 
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0  引言 

近几十年来，线性反馈移位寄存器（LFSR, linear 
feedback shift register）序列被广泛应用于通信编码和

密码算法中，例如众所周知的m 序列。然而由于LFSR
固有的线性制约性及输入的多条乱源序列存在时间

差，可以对其经过非线性改造产生的密钥流的序列周

期与线性复杂度进行深刻的代数刻画[1]，并且在此基

础上提出的相关攻击[2]、最佳仿射线性攻击[3]与代数

攻击[4]等分析方法均有对应的算法攻击实例，因此逐

渐将研究对象从LFSR转向非线性反馈移位寄存器序

列。其中n级 de Bruijn 序列是一类重要的非线性反馈

移位寄存器序列，其圈结构中圈长达到最大周期2n ，

同时其伪随机性质与线性复杂度[5]均优于m 序列。此

外，de Bruijn 序列在卫星通信[6]、电网技术[7]和基因

测序[8]中均有广泛应用。 
构造de Bruijn序列一直以来都是研究de Bruijn

序列的核心问题，其构造思路主要是基于反馈移位

寄存器圈结构中各圈的合并，其难点在于研究各圈

上的共轭状态分布。在 20 世纪 70 年代至 90 年代，

国际上掀起了研究构造 de Bruijn 序列的热潮，各种

算法和结果层出不穷[9-17]，其中文献[12]比较全面地

介绍了 de Bruijn 序列构造的经典算法。近期国内学

者也给出了一些构造算法[18-19]，但快速构造密码学

性质良好和实用性强的 de Bruijn 序列特征函数仍

然是一个长期亟待解决的问题。 
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从 20 世纪 70 年代起，Lempel[20]引入 D-同态

的概念，利用 n级 de Bruijn 序列在 D-同态下的原像

是 2 个 1n + 级的等长圈，并结合 2 个等长圈上共轭

状态的分布特点，给出了一个由 n 级到 1n + 级 de 
Bruijn 序列特征函数的递归构造方法，且可以进一

步拓展到 2n + 级[21]。此类递归思路实际上可以看作

产生 n级 de Bruijn序列的非线性反馈移位寄存器级

联小级数的 LFSR，Chang 等[22]利用线性方程的方

法给出了较为清晰的代数表达式。 
另一方面，Li 等[23-25]、Li 等[26-27]和 Chang 等[28]

研究了几类级联型 LFSR 的特征多项式，给出了其

中几个 n级 LFSR 圈结构的因子关联图，从而给出

了其构造的算法和计数。特别地，Dong 等[29]还研

究了利用仿射反馈移位寄存器构造 de Bruijn 序列

的方法。以上方法均建立在小级数的 LFSR 级联特

征多项式为本原多项式的LFSR。同时，Dong等[30-31]

还研究了周期为
2 1n

k
−

的 n 次不可约多项式为特征

多项式的 LFSR 圈结构的因子关联图，证明了其特

征多项式的邻接矩阵（因子关联图的矩阵化）与本

原多项式的 k −邻接矩阵相等，并利用雅可比和给

出了 3,5k = 时其对应的 k −邻接矩阵元素的具体表

达式，即从理论上给出了这类 de Bruijn 序列的计

数。从构造的实用性角度上分析，通过并圈方式直

接构造的 de Bruijn 序列特征函数基于的 LFSR 圈结

构中圈个数越少，效率一般越高。由于 LFSR 圈结

构中圈个数一定为偶数[17]，且等于 2 的情形为m 序

列中添加一个零，因此本文进一步研究基于圈个数

为 4 的 LFSR 构造 de Bruijn 序列的方法。同时，为

了拓宽上述研究所基于的 LFSR 种类，增加构造的

de Bruijn 序列数目，给出更多清晰的 de Bruijn 序列

特征函数形式，本文的工作延续和拓展了上述文献

中的构造方法，并结合文献[31]的相关结论，提出了

基于全体圈个数为 4 的 LFSR 构造 de Bruijn 序列的

方法。 

1  一类级联型的反馈移位寄存器的圈结构 

令 0 1 0 1( , , , ) ( , , )n n nf x x x F x x x−= ⊕" " 是 n 级反

馈移位寄存器的特征函数，f 是 2F 上任意的布尔函

数 。 对 于 反 馈 移 位 寄 存 器 ， 不 同 的 初 态

0 1 1( , , , )na a a −" 产生不同的序列，记 2n 个初态产生的

序列集合为 ( )fΩ 。当且仅当 0 1( , , , )n nf x x x−" 是非

奇异时[32]， ( )fΩ 中的任意序列是周期的，即 f 可

以写作 

0 1 1 0 0 1 1( , , , ) ( , , )n n nf x x x x F x x x− −= ⊕ ⊕" "  (1) 

由于非奇异反馈移位寄存器产生的输出序列

都是周期的，因此可以在此基础上定义序列的左移

变换为 
 0 1 1 1 2 1 0: ( , , , ) ( , , , , )N NL Ls L s s s s s s s− −= =" "  (2) 

则集合 

 [ ] 1: { , , , }Ns s Ls L s−= "  (3) 

为 ( )fΩ 的一个平移等价类或者一个圈。若 ( )fΩ 有

r 个圈，则 ( )fΩ 或反馈移位寄存器的圈结构可以

写作 
 1 2( ) [ ] [ ] [ ]rf s s sΩ = ∪ ∪"∪  (4) 

引理 1 表述了圈结构中非常重要的圈合并与圈

分解的概念。 
引理 1[32]  设ν 0 1 1( , , , )nv v v −= " 在圈[ ]is 上，其

共轭状态 0 1 1ˆ ( 1, , , )nv v vν −= ⊕ " 在圈[ ]( )js j i≠ 上，则

可以通过交换 ˆν ν和 这 2 个状态的后继使这 2 个圈

合并为一个圈，其对应的圈合并后的特征函数为 

 11 2
0 1 1 2 1( , , , ) nvv v

n nf f x x x x x x −
−′ = ⊕" "  (5) 

同理，若ν 和其共轭状态ν̂ 都在圈 [ ]is 上，则可

以通过交换 ˆν ν和 这 2 个状态的后继使这一个圈分

解为 2 个圈，其对应的圈分解后的特征函数也如上。 
级联或者称为反馈移位寄存器的串联始见于

文献[33]，由定义 1 描述。 
定义 1   设 n级的反馈移位寄存器在初态 0( ,a  

1 1, , )na a −" 下产生序列 a 且特征函数为 f ， m 级的

反馈移位寄存器初态为 0 1 1( , , , )mb b b −" 且特征函数

为 g ，则称特征函数为 f g∗ 的反馈移位寄存器为级

联型，其输出序列 b 满足 

 1 1( , , , ), 0,1,2,i m i i i i mb a g b b b i+ + + −= ⊕ =" "  (6) 

其中，若设 

 0 1 0 1 1

0 1 0 1 1

( , , , ) ( , , , )
( , , , ) ( , , , )

n n n

m m m

f x x x F x x x x
g x x x G x x x x

−

−

= ⊕

= ⊕

" "
" "

 
(7)

 

则特征函数 f g∗ 可表示为 

0 1 1 2 1

1

( ( , , , ), ( , , , ), ,
( , , , ))

m m

n n n m

f g f g x x x g x x x
g x x x

+

+ +

∗ = " " "
"

 
(8)

 

特征函数 f g∗ 对应的 m n+ 级的级联型反馈

移位寄存器的结构框架如图 1 所示。 
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图 1  特征函数 f g∗ 对应的 m n+ 级的级联型反馈移位寄存器的结构框架 

为了研究基于 LFSR 的反馈移位寄存器的级联

特征，本文首先给出 LFSR 特征多项式的相关概念。

设全体 LFSR 的特征函数形如 
 0 0 1 1 1 1 2, (0 1)n n n ic x c x c x x c F i n− −⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ∈ −" ≤ ≤  

  (9) 
则存在 2F 上的一一映射 

 0 0 1 1 1 1

1
0 1 1

: ( )n n n

n n
n

c x c x c x x

c c x c x x

ψ ψ − −

−
−

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =

⊕ ⊕ ⊕ ⊕

"
"

 
(10)

 

此时，称 ( )xψ 为该LFSR的特征多项式。文献[17]
指出，若 ( )xψ 为 2F 上的 n 次不可约多项式，则该

LFSR 的圈结构 ( ( ))xΩ ψ 可表示为 

 ( ) ( ) ( )2 1( ) : 1[1] [ ( ) ]
( )

n

x p x
p x

Ω ψ ψ
ψ
−

= +  (11) 

其中， [ ]• ∗ 表示圈长为∗的圈有 •个， ( )( )p xψ 表示

( )xψ 在 2F 上的周期。因此，如果可以将 2F 上的任

一特征多项式分解为若干不可约多项式的乘积[17]，

则可以确定 LFSR 的圈结构。文献[34]证明了包含

LFSR 的一类级联型反馈移位寄存器的输出序列的

周期分布情况，即引理 2。 
引理 2[34]  设 0 1( , , , )mg x x x" 是LFSR的特征函

数，其特征多项式 ( )gψ 为 2F 上的m 次不可约多项

式，且设 

 0 0 1 1

0 1 1

( , , )
( , , , , ) ( )

n n

n

f x F x x x
a a a fΩ

−

−

= ⊕ ⊕⎧
⎨ = ∈⎩a

"
" "

 (12) 

其中，序列 a 的周期表示为 ( )p a 。 
1) 若 ( )( ) | ( )p g pψ / a ，设 在初态 0 1( , , ,a a "  

1)na − 加载下，特征函数为 f g∗ 的级联型的反馈移

位寄存器生成的序列集合为 1( ) ( )gθ − a ，则 1( ) ( )gθ − a
包含一条周期长度为 ( )p a 的序列和 2 1m − 条周期

长 度 为 ( ){ }lcm ( ), ( )p p gψa 的 序 列 ，其中 lcm  

( ){ }( ), ( )p p gψa 表示 ( )( ) , ( )p g pψ a 的最小公倍数。 

2) 若 ( )( ) ( )p g p aψ ，对于任意一条序列

1( ) ( )fθ −∈x a ，有 

 
( )( ), ( ) ( )

( )
2 ( ), ( )| ( ( ))

p g x
p x

p g x

ψ ψ

ψ ψ

⎧⎪
⎨
⎪ /⎩

a a

a a
 (13) 

其中， 
( ) 1 ( )

( ) 1 ( ) 2 0( ) p p
p px a a x a x x−

− −= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕a a
a aa "  (14) 

通常，基于级联型反馈移位寄存器构造 de Bruijn
序列的方法主要是将给定的特征函数依据引理2的1)
中的限制条件代入级联型的递归式，并直接对集合

1( ) ( )gθ − a 中的生成序列按平移等价进行分类，便可

推导出其圈结构中的圈个数，即定理 1，从而进一步

得到这类级联型反馈移位寄存器的圈结构 ( )f gΩ ∗ 。 
定理 1  设 0 1( , , , )mg x x x" 是 LFSR 的特征函

数，其特征多项式 ( )gψ 为 2F 上的m 次不可约多项

式，且设 0 0 1 1( , , )n nf x F x x x−= ⊕ ⊕" ， 0 1( , , ,a a=a "  

1, ) ( )na fΩ− ∈" 。若 ( ( ))| ( )p g pψ / a ，则序列集合
1( ) ( )g aθ − 的 圈 结 构 中 共 有 ( )( )1 ( ) , ( )p g pψ+ a  

( )
2 1

( )

m

p gψ
− 个 圈 。 其 中 ， ( )( )( ) , ( )p g pψ a 表 示

( ( )), ( )p g pψ a 的最大公约数。 

证明  由引理 2 的 1)可知，在 2m 个不同的周期

序列中有且仅有一个序列周期为 ( )p a ，设它相应的

初态为 0 1 1( , , , )mb b b∗ ∗ ∗
−" ，当所取的初态 0 1( , , ,b b′ ′ "  

1 )mb −
′ 不同于上述初态时，所得的序列 0( ,B b ′′ =  

1 1, , , )mb b −
′ ′" " 的周期为 { }lcm ( ), ( ( ))q p p gψ= a 。现

考察与 B′ 平移等价的序列 1 2( , , , )m m mb b b+ +
′ ′ ′ " 的

( )p a 采样的点 

 ( ) ( 1) ( ) ( ), , , , ,m m p m P p m Ppb b b b+ + − +
′ ′ ′ ′

a a a" "  (15) 

其中，
( ){ }lcm ( ), ( )

( ) ( )
p p g qP

p p
ψ

= =
a

a a
。因为这些点

满足 

0 0 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1) ( ) 1 ( 1) ( ) 1

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1

( , , , )

( , , , ),

( ,

, , )

( , , , ),

m m

m p p p p p m

m P p P p P p

P p P p m

m Pp Pp Pp Pp Pp m

b a g b b b

b a g b b b

b a g b

b b

b a g b b b

−

+ + + −

+ − − −

− + − + −

+ + + −

′ ′ ′ ′= ⊕

′ ′ ′ ′= ⊕

′ ′= ⊕

′ ′

′ ′ ′ ′= ⊕

a a a a a

a a a

a a

a a a a a

"

" "

"

" "
  (16) 

而 0 ( ) ( 1) ( ) ( )p P p Ppa a a a−= = = = =a a a" "，所以当 

 

0 1 1 ( ) ( ) 1 ( ) 1

( 1) ( ) ( 1) ( ) 1 ( 1) ( ) 1

( ) ( ) 1 ( ) 1

( , , , ), ( , , , ),

, ( , , , ),

( , , , ),

m p p p m

P p P p P p m

Pp Pp Pp m

b b b b b b

b b b

b b b

− + + −

− − + − + −

+ + −

′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′

′ ′ ′

a a a

a a a

a a a

" "

" "

" "

 

(17)
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中的任一数组作为递推关系 1( , , ,m i i i ib a g b b+ += ⊕ "  

1), 0,1,2,i mb i+ − = "的初值时，所产生的序列 

0 1 1

( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )

( 1) ( ) ( 1) ( ) 1 ( 1) ( ) 1 ( 1) ( )

( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )

( , , , , , ),

( , , , , , ),

( , , , , , ),

( , , , , , ), (18)

m m

p p p m m p

P p P p P p m m P p

Pp Pp Pp m m Pp

b b b b

b b b b

b b b b

b b b b

−

+ + − +

− − + − + − + −

+ + − +

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

a a a a

a a a a

a a a a

" "

" " "

" "

" " "

,

均与 B′平移等价，且仅限于取它们作为初态时所得

序列。注意到， B′的周期为 ( )q Pp= a ，因此 

 

0+ ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1

( ) ( )

( , , , , , )

( , , , ,

, ), 0

jp jp m jp m jp

P j p P j p P j p m

m P j p

b b b b

b b b

b j

+ − + +

+ + + + + −

+ +

′ ′ ′ ′ =

′ ′ ′

′

a a a a

a a a

a

" "

"

" ≥

 

(19)

 

只有前 P 个两两不同的数组作为初值产生的

序列与 B′平移等价。根据上面的讨论，所有平移等

价的序列在同一个圈上，因此共有 

( )
( )

( )( ) ( )

( ) ( ) (2 1)2 1 (2 1) ( )
( )

2 1( ) , ( )
( )

mm m

m

p p gp
P q qp g

p g p
p g

ψ
ψ

ψ
ψ

−− −
= = =

−

aa

a
 

(20)

 

个周期为 q的圈，加上一个周期为 ( )p a 的圈。证毕。 

若 ( )fΩ 中的每个圈圈长都不被 ( )( )p gψ 整

除，将 ( )fΩ 中所有平移不等价的序列代入定理 1，

可以立即推出这类级联型反馈移位寄存器的圈结

构，即推论 1。 
推论 1  设 0 1( , , , )mg x x x" 是 LFSR 的特征函

数，其特征多项式 ( )gψ 为 2F 上的 m 次不可约多项

式，设 

 
( )

1 1 2 2( ) [ ] [ ] [ ]
( ) | , 1,2, ,

r r

j

f n p n p n p
p g p j r
Ω
ψ

= + + +

=/

"
"

 (21) 

则有 

( )( ) ( ) ( ){ }

( )( ) ( ){ }

( )( ) ( ) ( ){ }

1 1 2 2

1 1 1

2 2 2

( ) [ ] [ ] [ ]

2 1( ) , lcm ( ) ,
( )

2 1( ) , lcm ( ) ,
( ( ))
2 1( ) , lcm ( ) , (22)

( )

r r
m

m

m

r r r

f g n p n p n p

n p g p p g p
p g

n p g p p g p
p g

n p g p p g p
p g

Ω

ψ ψ
ψ

ψ ψ
ψ

ψ ψ
ψ

∗ = + + + +

− ⎡ ⎤ +⎣ ⎦

− ⎡ ⎤ + +⎣ ⎦

− ⎡ ⎤⎣ ⎦

"

"

2  构造 de Bruijn 序列的方法 

利用 f g∗ 的特征函数结构，可以给出任意 n级

LFSR 与级联型反馈移位寄存器之间的关系。 
定理 2  任意 n级 LFSR 等价于唯一确定的若

干 LFSR 经过级联生成的级联型反馈移位寄存器。  
证明  设 n级 LFSR 的特征函数为 

 0 0 1 1 1 1

2

( ) ,
(0 1)

n n n

i

f x c x c x c x x
c F i n

− −= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

∈ −

"
≤ ≤

 (23) 

则其特征多项式为 

( ) 0 0 1 1 1 1

1
0 1 1

( ) ( )n n n

n n
n

f x c x c x c x x

c c x c x x

ψ ψ − −

−
−

= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =

⊕ ⊕ ⊕ ⊕

"

"
 

(24)
 

根据多项式的唯一分解定理，该特征多项式

( )( )f xψ 可以唯一分解成若干不可约多项式的乘

积，此时不妨令 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )f x h x g xψ ψ ψ= ，其中

( ) ( )( ) ( )h x g xψ ψ和 分别为m p和 次不可约多项式，

且满足m p n+ = 。具体地，设 

 
( ) 1

0 1 1

2

( ) ,
(0 1)

m m
m

i

h x a a x a x x
a F i m
ψ −

−= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

∈ −

"
≤ ≤

 
(25)

 

 
( ) 1

0 1 1

2

( ) ,

(0 1)

p p
p

i

g x b b x b x x

b F i p

ψ −
−= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

∈ −

"
≤ ≤

 
(26)

 

根据 ( ( )) ( ( )) ( ( ))f x h x g xψ ψ ψ= ，可得 

 ,0 1j k i
j k i

a b c i n
+ =

= −∑ ≤ ≤  (27) 

另一方面，设 ( ) ( )( ) ( )h x g xψ ψ和 对应的 LFSR

特征函数分别为 

 0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

( )
( )

m m m

p p p

h x a x a x a x x
g x b x b x b x x

− −

− −

= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

"
"

 
(28)

 

则有 

 0 1 1 2 1

1

( ) ( )
( ( , , , ), ( , , , ), ,

( , , , ))
p p

m m m p

h x g x
h g x x x g x x x

g x x x
+

+ +

∗ =
" " "
"

 
(29)

 

又因为 
 ,0 1j k i

j k i

a b c i n
+ =

= −∑ ≤ ≤  (30) 

代入式(29)可得 ( ) ( ) ( )h x g x f x∗ = ，即特征函数

为 ( ) ( )h x g x和 对应的 LFSR 级联生成的级联型反馈

移位寄存器恰为特征函数为 ( )f x 对应的 LFSR。进

一步地，对于 ( )( )f xψ 分解为一般情况时，本文可

以反复迭代上述过程，又根据多项式的唯一分解定
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理，因此任意 LFSR 均等价于唯一确定的若干 LFSR
经过级联生成的级联型反馈移位寄存器，此时其特

征多项式分解的若干不可约多项式恰为级联型反

馈移位寄存器中各 LFSR 的特征多项式。证毕。 
根据定理 2 以及推论 1，由于 LFSR 圈结构中

圈个数至少为 2，则对于任意圈个数为 4 的 n 级

LFSR 等价的级联型反馈移位寄存器，级联的 LFSR
个数最多为 2，因此可得定理 3。 

定理 3  圈个数为 4 的 ( 3)n n≥ 级 LFSR 个数为 

2 1
31 (2 1) (2 1) , ( , ) 1

2

n

m p

m p n
m p

m p n

ϕ
ϕ ϕ

+ =

⎛ ⎞−
⎜ ⎟− − ⎝ ⎠+ =∑  (31) 

其中，ϕ为欧拉函数，当 x不为整数时， ( ) 0xϕ = 。 

证明  定理 2 中，对于任意 n级 LFSR 的特征

函数 

 0 0 1 1 1 1

2

( ) ,
(0 1)

n n n

i

f x c x c x c x x
c F i n

− −= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

∈ −

"
≤ ≤

 
(32)

 

本文要求其为非奇异，即 0 1c = 。当 1n = 时，

( ( ))f xψ 只能取1 x⊕ ，故其圈结构为 
 ( )( )( ) 1[1] 1[1]f xΩ ψ = +  (33) 

当 1n > 时，由于 ( ( ))f xψ 可以分解为若干不可约

多项式的乘积，而这些不可约多项式恰好对应级联型

反馈移位寄存器中各 LFSR 的特征多项式，当特征多

项式为不可约多项式 ( )xψ 时，其圈结构可表示为 

 ( ) ( ) ( )2 1( ) 1[1] ( )
( )

n

x p x
p x

Ω ψ ψ
ψ
−

= + ⎡ ⎤⎣ ⎦  (34) 

综上，当 n为任意正整数时，其分解的不可约

多项式对应的 LFSR 圈结构中圈个数至少为 2。根

据推论 1，若分解的不可约多项式超过 2 个，则圈

个数超过 4，故分解的不可约多项式至多为 2 个。 
当 ( ( ))f xψ 为不可约多项式时，可得 

 ( ) 2 1( )
3

n

p f xψ −
=⎡ ⎤⎣ ⎦  (35) 

根据文献[35]， 2F 上周期为 l 的 n次不可约多项

式的个数为
( )l
n

ϕ
，在此情形下，其圈个数为 4 的

LFSR 个数为 

 

2 1
3

n

n

ϕ
⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠  (36) 

当 ( )( )f xψ 分解为 2 个不可约多项式的乘积

时，分别设这 2 个不可约多项式为 

 ( ) ( )( ) , ( )h x g xψ ψ  (37) 

且满足 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )f x h x g xψ ψ ψ= ，其级数为 ,m p
且 m p n+ = ，根据推论 1，不可约多项式对应的

LFSR 圈结构中圈个数只能为 2，故此时这 2 个不可

约多项式即本原多项式，又根据辗转相除法，当且

仅当 ( , ) 1m p = 时，有 

 
( ) ( )( )

( , )

( ) , ( )

(2 1,2 1) 2 1 1m p m p

p h x p g xψ ψ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− − = − =
 

(38)
 

可得 

 
( ) ( )

( ) ( ){ }
( ) 1[1] 1 ( ) 1 ( )

1 lcm ( ) , ( )

h g p h p g

p h p g

Ω ψ ψ

ψ ψ

∗ = + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎣ ⎦

 
(39)

 

此时，圈个数恰为 4。注意到，当 h g和 均为线

性情形时， ( ) ( )h g g hΩ Ω∗ = ∗ ，在此情形下，其圈

个数为 4 的 LFSR 个数为 

 1 (2 1) (2 1) , ( , ) 1
2

m p

m p n
m p

m p
ϕ ϕ

+ =

− −
=∑  (40) 

综上，本文要求 3n≥ 是因为m p和 不能同时为 1，

当 3n = 时，唯一一个圈个数为 4 的LFSR 的特征函数

为 0 3x x⊕ 。2 种情形的个数加之，定理 3 即证。证毕。 
文献[31]证明了定理 3 中当 ( )( )f xψ 为不可约

多项式时，通过圈合并的方法可得到的 de Bruijn 序

列个数为 

 4 3 23 ( 1) 4m
n m m mN x x x= + − +  (41) 

其中，
2 ( 1) , 2

3

m m

mx n m− −
= = 。本文给出当分解的

不可约多项式个数为 2 时，通过圈合并得到的 de 
Bruijn 序列个数，即定理 4。 

定理 4  设任意m 级和 p 级 LFSR 的特征函数

分别为 

 0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

( , , )
( , , )

m m m m

p p p p

h x x x h x h x x
g x x x g x g x x

− −

− −

= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

" "
" "

 
(42)

 

其分别对应的 ( ) ( )h gψ ψ和 都是本原多项式，

满足 ( , ) 1m p = 且m p和 不同时为 1。令 h产生的m 序

列为 (0) (1) (2 2)
1 1 1 1( , , , )

m

a a a −=a " ， g 产生的 m 序列为
(0) (1) (2 2)

2 2 2 2( , , , )
p

a a a −=a " 。 又 令 (( ) ( )
1 1 , ,k ka=a "  

) ( )( 1) ( ) ( ) ( 1)
1 2 2 2, , ,k m p l l l m pa a a+ + − + + −=a " ，则 ,k l∀ 有 ( )

1
k ≠a  

( )
2
la ，且只有唯一的一对 0 0,k l 使 0 0( ) ( )

1 2,k la a 是一对共

轭点。同时以特征函数为 
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( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)
1 1 1 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1) (k 1) ( 2) ( 1)0 0 0
1 1 1 1 1 1

0 0 0
1 2 1

1 2 1 1 2 1

0 0 0
1 2 1

1 2 1 1 2 1

0 0
1 2

k k k m p l l l m p

k k k m p k k m p

m p

a a a a a a
m p m p

m p

a a a a a a
m p m p

m

h g x x x

x x x x x x

h g x x x

x x x x x x

h g x x x

+ + + + − + + + + −

+ + + + − + + + + −

+ −

+ − + −

+ −

+ − + −

∗ ⊕ ⊕

⊕

∗ ⊕ ⊕

⊕

∗ ⊕

"

" "

"

" "

"

( )

( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)0 0 0
1 1 1 2 2 2

0
1

1 2 1 1 2 1

0 00 2 2,0 2 2,( , ) ( , )

k k k m p l l l m p

p

a a a a a a
m p m p

m p

x x x x x x

k l k l k l

+ + + + − + + + + −

+ −

+ − + −

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪

⊕⎪
⎪

⊕⎪⎩

− − ≠

" "

≤ ≤ ≤ ≤

 

(43)

 

的级联型反馈移位寄存器产生 de Bruijn 序列。且产

生周期为 2m p+ 的 de Bruijn 序列个数为 

 1

( , ) 1

(2 1) (2 1)(2 1) , 4
m pm p n

n

m p

n
m p

ϕ ϕ+ =
−

=

− −
−∑ ≥  (44) 

证明  根据定理 3 可知，当 ( , ) 1m p = 时，

( )h gΩ ∗ 中的圈个数为 4，故可设对应的圈为

{ }1 2 1 2, , , +b b b b0 。由于 1 2,a a 是m 序列，故圈 1 2,b b 上

的状态均不可能是共轭的。下证圈 1 2,b b 之间只有一

对 共 轭 状 态 ， 设 0 1 1( , , , )m px x x + −" 在 1b 上 ，

0 1 1( 1, , , )m px x x + −⊕ " 在 2b 上，则满足 

 

0 1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 3 1 1

1 1 1 2 1

0 1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 3 1 1

1 1 1 2 1

0
0

0

1

0

0

m m m

m m m

p p m m p m p

p p p

p p p

m m p m p m p

x h x h x h x x
x h x h x h x x

x h x h x x

x g x g x g x x

x g x g x g x x

x g x g x x

− −

− +

− − + − + −

− −

− +

− − + − + −

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =⎧
⎪ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =⎪
⎪
⎪

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =⎪
⎨ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =⎪
⎪ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =
⎪
⎪
⎪ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =⎩

"
"

#
"

"
"

#
"

 (45) 

由式(45)的相关结论可证系数行列式 0R ≠ ，

故此线性方程只有唯一解，即只有唯一的一对 0 0,k l
使 0 0( ) ( )

1 2,k la a 是一对共轭点。同理可得， ,k l∀ 有
( ) ( )
1 2

k l≠a a 。易证全零状态的共轭状态在圈 1 2+b b 上，

此时 4 个圈之间的共轭状态分布如图 2 所示，箭头

上的数字表示共轭状态对的个数。 

 
图 2  4 个圈之间的共轭状态分布 

使这 4 个圈合并的方式共有 2 种。 
1) 先合并圈 2 1 2, +b b b ，然后合并 1b ，最后合并0 。 
2) 先合并圈 1 2,b b ，然后合并 1 2+b b ，最后合并0 。 

这 2 种方式产生 de Bruijn 序列的特征函数分

别为 

( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)
1 1 1 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1) (k 1) ( 2) ( 1)0 0 0
1 1 1 1 1 1

0 0 0
1 2 1

1 2 1 1 2 1

0 0 0
1 2 1

1 2 1 1 2 1

0 0
1 2

k k k m p l l l m p

k k k m p k k m p

m p

a a a a a a
m p m p

m p

a a a a a a
m p m p

m

h g x x x

x x x x x x

h g x x x

x x x x x x

h g x x x

+ + + + − + + + + −

+ + + + − + + + + −

+ −

+ − + −

+ −

+ − + −

∗ ⊕ ⊕

⊕

∗ ⊕ ⊕

⊕

∗ ⊕

"

" "

"

" "

"

( )

( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)0 0 0
1 1 1 2 2 2

0
1

1 2 1 1 2 1

0 00 2 2,0 2 2,( , ) ( , )

k k k m p l l l m p

p

a a a a a a
m p m p

m p

x x x x x x

k l k l k l

+ + + + − + + + + −

+ −

+ − + −

⎧
⎪
⎪⎪
⎨

⊕⎪
⎪

⊕⎪⎩

− − ≠

" "

≤ ≤ ≤ ≤ (46)

 

接下来固定 ,h g ，判定这 2 种方式产生 de 

Bruijn 序列的个数。 
针对方式 1)，本文假设存在一组 ( , )k l′ ′ ，满足

0 0 0 0( , ) ( , ), ( , ) ( , )k l k l k l k l′ ′ ≠ ≠ ，则可得判定式 
( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)

1 1 1 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)
1 1 1 2 2 2

1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

k k k m p l l l m p

k k k m p l l l m p

a a a a a a
m p m p

a a a a a a
m p m p

x x x x x x

x x x x x x

+ + + + − + + + + −

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + − + + + + −

+ − + −

+ − + −

⊕ =

⊕

" "

" "
 

(47)
 

因为 0 0( , ) ( , )k l k l≠ ，所以 

 
( )
( )

( 1) ( 2) ( 1)
1 1 1

( 1) ( 2) ( 1)
2 2 2

, , ,

, , ,

k k k m p

l l l m p

a a a

a a a

+ + + + −

+ + + + −

≠"

"
 

(48)
 

将 

( )( 1) ( 2) ( 1)
1 2 1 1 1 1( , , , ) , , ,k k k m p

m nx x x a a a+ + + + −
+ − =" "  (49) 

代入判定式，若 
( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)

1 1 1 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)
2 2 2 1 1 1

1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

k k k m p l l l m p

l l l m p k k k m p

a a a a a a
m p m p

a a a a a a
m p m p

x x x x x x

x x x x x x

′ ′ ′+ + + + − + + + + −

′ ′ ′+ + + + − + + + + −

+ − + −

+ − + −

=

=

" "

" "
 

(50)
 

则 0 0 0 0( , ) ( , ), ( , ) ( , )k l k l k l k l′ ′= = ，即 k k ′= 。故

此方式产生的 de Bruijn 序列个数为 

 (2 1)(2 1) 1m p− − −  (51) 

同理，针对方式 2)，由于只有唯一的小项需要

比较，故此方式产生的 de Bruijn 序列个数为 

 (2 1) (2 1)m p− + −  (52) 

综上，固定 ,h g 之后，这 4 个圈合并产生 de 
Bruijn 序列的个数为 2 2m p+ − 。下证当 ,h g 变化时，

只针对方式 1)判定是否有重复的特征函数，而方

式 2)显然没有。 
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设 ( ) ( )h gψ ψ′ ′和 分别是m p′ ′和 次本原多项式，

且有 m p n m p′ ′+ = = + ，设针对方式 1)产生 de 

Bruijn 序列的特征函数为 

(
)

( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)
3 3 3 4 4 4

0 0 0
1 2 1

1 2 1 1 2 1

0 0

( , ) 1,0 2 2,0 2 2,

( , ) ( , )

k k k m p l l l m p

m p

a a a a a a
m p m p

m p

h g x x x

x x x x x x

m p k l

k l k l

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + − + + + + −

′ ′+ −

′ ′ ′ ′+ − + −

′ ′

′ ′∗ ⊕ ⊕

⊕

′ ′ ′ ′= − −

′ ′ ′ ′≠

≤ ≤ ≤ ≤

"

" "
 

(53)

 

假设 h g h g′ ′∗ ≠ ∗ ，则必有 4m n p+ = ≥ （一

次和二次的本原多项式只有一个），则可得判定式 

( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)
1 1 1 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) (
3 3 3 4 4 4

0 0 0
1 2 1

1 2 1 1 2 1

0 0 0
1 2 1

1 2 1 1 2 1

k k k m p l l l m p

k k k m p l l l m p

m p

a a a a a a
m p m p

m p

a a a a a a
m p m p

h g x x x

x x x x x x

h g x x x

x x x x x x

+ + + + − + + + + −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + − + + + +

+ −

+ − + −

′ ′+ −

′ ′ ′ ′+ − + −

∗ ⊕ ⊕

⊕ =

′ ′∗ ⊕ ⊕

⊕

"

" "

"

" "
1)−

 

(54)

 

即 

( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)
1 1 1 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)
3 3 3 4 4 4

1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

k k k m p l l l m p

k k k m p l l l m p

a a a a a a
m p m p

a a a a a a
m p m p

h g h g

x x x x x x

x x x x x x

+ + + + − + + + + −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + − + + + + −

+ − + −

′ ′ ′ ′+ − + −

′ ′∗ ⊕ ∗ =

⊕ ⊕

⊕

" "

" "

 

(55)

 

因为 , , ,h g h g′ ′都有 0 , m px x + 项，故式(55)左端方

程可改写为 

1 2

1 2(1 1,1 1)
ti i i

t

x x x

i i i m p t m p

⊕ ⊕ ⊕

< < < + − + −

"

"≤ ≤ ≤ ≤
 
(56)

 

又 
1

1
j

t

i
j

x
=

=∑  的 解 的 个 数 为 1 12 2t m p t− + − − =  

22m p+ − 。而式(55)右端方程为 
( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)

1 1 1 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2)
3 3 3 4 4

( 1)
4

1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2

1 1

k k k m p l l l m p

k k k m p l l

l m p

a a a a a a
m p m p

a a a a a
m p

a
m p

x x x x x x

x x x x x

x

+ + + + − + + + + −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + − + +

′ ′ ′+ + −

+ − + −

′ ′+ −

′ ′+ −

⊕ ⊕

⊕

=

" "

" "  

(57) 

的解最多只有 4 个，即当 5m p n+ = ≥ 时，得出矛

盾。当 4m p n+ = = 时，可设 

 
3

2 3

1 , 1
1 , 1

h x g x x
h x g x x
= ⊕ = ⊕ ⊕

′ ′= ⊕ = ⊕ ⊕
 

(58)
 

此时，式(55)右端方程为 
 

( 1) ( 2) ( 3) ( 1) ( 2) ( 3)
2 2 2 4 4 4

1 2 3 1 2 3 1
l l l l l la a a a a ax x x x x x

′ ′ ′+ + + + + +

⊕ =  (59) 
的解最多只有 2 个，同理得出矛盾。故 h g h g′ ′∗ = ∗
经适当排列可知 ,h h g g′ ′= = 。根据定理 3，方式 1)

产生的 de Bruijn 序列个数为 

 1 (2 1) (2 1) , ( , ) 1, 4
2

m p

m p n
m p n

m p
ϕ ϕ

+ =

− −
=∑ ≥  (60) 

综上，结合这 4 个圈合并产生 de Bruijn 序列的

个数为 2 2m p+ − 可知，由定理 4 描述的特征函数产

生 de Bruijn 序列的个数为 

 ( , ) 1

1

( , ) 1

1 (2 1) (2 1)(2 2)
2

(2 1) (2 1)(2 1) , 4

m pm p n
m p

m p

m pm p n
n

m p

m p

n
m p

ϕ ϕ

ϕ ϕ

+ =
+

=

+ =
−

=

⎡ ⎤− −
− =⎢ ⎥

⎣ ⎦
− −

−

∑

∑ ≥

 
(61)

 

证毕。 
由定理 4 可知，当圈个数为 4 的 LFSR 的特征

多项式分解为 2 个不可约多项式的情形时，只能通

过定理中描述的这几种并圈方式构造 de Bruijn 序

列的特征函数。结合定理 3 与文献[31]的相关结论，

本文证明了基于全体圈个数为 4 的 n级 LFSR 构造

n级 de Bruijn 序列的全部数目。定理 4 证明过程中，

只要求解出 n元线性方程组的解，通过任意 2 个互

素的 , ( )m p m p n+ = 级本原多项式，就可以直接得

到定理 4 中没有重复的且数量庞大的 n级 de Bruijn
序列特征函数。 

3  结束语 

本文从圈个数的角度，基于 LFSR 的反馈移位

寄存器的级联特征和线性方程的思想，给出了圈个

数为 4 的 LFSR 的具体数目，从而给出了基于全体

圈个数为 4 的 n级 LFSR 构造 n级 de Bruijn 序列的

并圈方法，并且得到了其全部数目。该方法可以通

过任意 2 个级数互素的本原多项式直接构造大级数

的 de Bruijn 序列特征函数，同时其分析思路也可以

进一步丰富和促进 LFSR 构造 de Bruijn 序列的理论

结果。但该方法仍然需要求解一个 n元线性方程组，

因此在该方法上是否有更具体的 de Bruijn 序列特

征函数形式，以及在圈个数上是否可以进一步推广

将是笔者下一步研究的内容。 
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